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1 Grundlagen

1.1 Das Auswahlaxiom

Definition 1.1 (Auswahlaxiom) Sei A eine Menge von nichtleeren, paar-
weise disjunkten Mengen. Dann gibt es eine Menge X mit

lanX|=1 Va€ A

In Worten, es gibt eine Auswahlmenge X, die von jeder Menge a € A genau
ein Element enthdlt.

Definition 1.2 (Auswahlaxiom, alternativ) Sei A eine Menge von nicht-
leeren, paarweise disjunkten Mengen. Dann gibt es eine Funktion choose :
A — UA mit choose(a) € a Ya € A (UA bezeichnet die Vereinigung aller
Mengen a € A).

Satz 1.1 Diese beiden Definitionen sind dquivalent.

Beweis. “=:" Sei also zu einer Menge A von nichtleeren Mengen eine Aus-
wahlmenge X gegeben. Wir werden die zugehérige Auswahlfunktion f an-
geben. Mengentheoretisch gesehen ist eine Funktion f eine Relation, die die
Bedingung

(a,b1) € fA(a,b2) €Ef — b1 =bo

erfiillt. Wegen [aNX| =1 Va € A ist
f=A{(a,z) e Ax X|z € X Na}

offensichtlich die gewiinschte Auswahlfunktion.
“«=:" Sei andererseits nun f die gegebene Auswahlfunktion zu A. Dann ist
X :={f(a),a € A} eine Auswahlmenge. O

Da das Auswahlaxiom nicht ganz unstrittig ist und — was ja Ziel unseres
Vortrages ist — zu hochst kontraintuitiven Ergebnissen fithren kann, wer-
den wir jeden Satz, dessen Beweis das Auswahlaxiom verwendet, mit AC
kennzeichnen.



1.2 Operationen von Gruppen auf Mengen

Definition 1.3 Sei G eine Gruppe, e ihr neutrales Element und X eine
nichtleere Menge. G operiert auf X, wenn es eine Abbildungo: Gx X — X,
geschrieben g o x gibt, mit

ecox=x VreX

o (gh)oxr =go(hoz) Vg,heGreX

Jedes Gruppenelement definiert somit eine Bijektion X — X.
Die Menge G oz := {g o z,g € G} heifie das Orbit von z.

Satz 1.2 Zwei Orbits G o z, G o y sind entweder disjunkt oder identisch.

Beweis. Angenommen, G o z, G o y seien nicht disjunkt. Dann gibt es ein
2€ (GozNGoy) mit z=gox =hoy, somit z = (g7'h) oy. Nun gilt
also aoz = (ag”'h) oy Va € G, d.h. jedes Element a o z aus dem Orbit
G o z 14Bt sich in der Form a’ o y mit a’ := ag~'h darstellen, folglich gilt
Gox C Goy. Analog gilt Goy C Gox, also Gox = G o y. Die Menge
GoX :={Gozx,z € X} ist somit eine Partition von X. O

Definition 1.4 Die Gruppe G operiert auf X ohne nichttriviale Fixpunkte,
wenn fir alle g # e gilt
gox#*zx VreX

In diesem Falle gilt offensichtlich g # h = gox # h oz und wir kommen zu
folgendem Satz:

Satz 1.3 (AC) G operiere auf X ohne nichttriviale Fizpunkte. Dann ist
jedes Orbit O € G o X bigektiv zu G, formal

YOeGoX 3f:G— O, f bijektiv

Beweis. Mit Auswahlaxiom gibt es eine Funktion choose, die aus jedem
Orbit ein Element auswahlt. Fiir ein beliebiges Orbit O kénnen wir nun die
Bijektion definieren:

f:G—=0, g goo (mito:= choose(O))

Da nach Vorraussetzung keine nichttrivialen Fixpunkte existieren, gilt g #
h — goo# hoo, folglich ist f injektiv. Surjektiv ist f sowieso. OJ



2 Gleichzerlegbarkeit und Paradoxizitét

Definition 2.1 G operiere auf der Menge X. Zwei Mengen A.B C X hei-
Ben unter G gleichzerlegbar mit n Stiicken (wir schreiben A ~ B, wenn sich
beide in je n Sticke zerlegen lassen und man diese durch Elemente aus G
paarweise aufeinander abbilden kann, d. h. wenn

und es Elemente g1,..., g, aus G gibt, so daf§ g;(A;) = B;,1 <1i <n gilt.

Um die Anzahl der an der Zerlegung beteiligten Stiicke hervorzuheben, wer-
den wir auch A ~,, B schreiben.

Offensichtlich ist ~ eine Aquivalenzrelation, ~, dagegen nicht. Ist jedoch
A ~, B und B ~,, C, dann gilt immerhin A ~,, C.

Hat man eine Aquivalenzrelation ~ von Mengen, so ist die Relation <, de-
finiert durch A < B :< dB' C B: A ~ B’ offensichtlich reflexiv und tran-
sitiv, somit eine Quasiordnung auf der Menge der Aquivalenzklassen von ~.
In unserem Fall bedeutet A < B,dal A gleichzerlegbar zu einer Teilmenge
von B ist. Ist A ~, B', B' C B, so schreiben wir auch A <,, B. Wir werden
nun zeigen, dafl < auch antisymmetrisch ist und somit eine Partialordnung
darstellt.

Satz 2.1 (Banach-Schroder-Bernstein-Theorem) Sei ~ eine Aquiva-
lenzrelation von Mengen und < die zugehorige Quasiordnung. Erfiille ferner
~ die folgenden Bedingungen

1. gilt A ~ B, dann gibt es eine Bijektion g : A — B, so daf g(C) ~ C
firalle CC A

2. wenn A]_nAQ :BlﬂBg = @ und Al ~ Bl, A2 ~ BQ, dann AllﬂAQ ~
B1 W Bs.

Dann gilt A X BAB < A — A~ B, d.h. < ist eine Partialordnung auf
der Menge der Aquivalenzklassen von ~.

Beweis: Gelte A < B und B < A, d.h. es gibt eine Teilmenge B’ C B mit
A ~ B',und nach 1. existiert eine Bijektion f : A — B’. Analog existiert eine
Bijektion g : B — A’ fiir ein A’ C A. Sei Cp := A\ A’ und Cp,41 := gf(Chr),
ferner C :=|J;° ;, Cp. Dann gilt

g(B\F(0) =g(B)\gf(C) = A\ (|J Cu) = A\ (Gou | Cn) = A\ C

also, wegen der Wahl von g, A\ C ~ B\ f(C). Wegen der Wahl von f gilt
C ~ f(C), und wegen 2. ist (A\C)WwC ~ (B\ f(C))w f(C), also A~ B. O



Offensichtlich erfiillt unsere Gleichzerlegbarkeitsrelation die Bedingun-
gen 1. und 2., folglich ist < wirklich eine Partialordnung der Aquivalenzklas-
sen von ~. Leicht kann man sich davon iiberzeugen, dal A <,, BA B =<,
A< A~y B gilt.

Definition 2.2 (Paradoxizitit) Die Gruppe G operiere auf der Menge
X. FE C X heifle G-paradox, wenn es zwei disjunkte Mengen A, B C E gibt
mit A~ FE und B~ E. Ist A ~,, E und B ~,, E, dann nennen wir E
paradox mit m + n Stiicken.

Setzt man X = R? und G = SOj3, und ist E eine kompakte Teilmenge des
R3, also beispielsweise eine Kugel, dann bedeutet Paradoxizitit anschaulich,
dafl man innerhalb der Kugel n+ m disjunkte Mengen findet, aus denen sich
zwei Kugeln herstellen lassen, die beide die gleiche Grofle wie das Original
haben. Das ist schon mehr als nur Kugelverdopplung, weil wir hier nicht
verlangen, daf} die ganze “Masse” der Originalkugel verwendet wird. Man
kann das aber leicht erreichen:

Satz 2.2 E C X ist G-paradox genau dann, wenn es Mengen E;, Ey gibt
mit FiW s =F und F1 ~ E, Fy~ E.

Beweis. Sei F paradox, d.h. E ~ A und F ~ B fiir disjunkte A,B C F.
Nun gilt B C E\ A (da A und B disjunkt sind), also trivialerweise B < E\ A.
Andererseits gilt £\ A < B (wenn schon E < B, dann auch sicherlich je-
de Teilmenge von E), also gilt wegen Antisymmetrie £\ A ~ B, somit
E\ A ~ E. Die Gegenrichtung ist trivial. O

3 Paradoxe Mengen

Nach diesem Vorspiel werden wir jetzt nun endlich eine paradoxe Menge an-
geben. Wie wir wissen, ist die von der Menge M erzeugte freie nichtabelsche
Gruppe F die Menge aller Worter iiber ¥ := {0,0~! : 0 € M}, mit der Kon-
katenation als Verkniipfung und dem leeren Wort als neutralem Element,
wobei wir folgende Aquivalenz zwischen Wértern einfithren:

1

woo v ~wy Yw,v € XN g€

(Nach Definition diirfen in freien Gruppen zwei syntaktisch verschiedene Ter-
me nicht gleich sein, es sei denn, die Gleichheit folgt direkt aus den Grup-
penaxiomen. Daher die obige Aquivalenz.) Die Elemente unserer Gruppe
sind nun die Aquivalenzklassen der obigen Relation. Zu jeder Aquivalenz-
klasse gibt es genau ein reduziertes Wort, d.h. ein Wort, das weder ein
Paar der Form oo~! noch o~ !¢ enthilt. Wir wihlen daher die reduzierten
Worter als Repriisentanten fiir die Aquivalenzklassen. Leicht sieht man, daB
zwei freie Gruppen genau dann isomorph sind, wenn ihre Erzeugermengen



gleiche Kardinalitdt haben. Die Kardinalitdt der Erzeugermenge bezeichnet
man als den Rang der freien Gruppe.

Satz 3.1 Die freie Gruppe F vom Rang 2 operiere auf sich selbst durch
Linksmultiplikation, d.h. g o x := gx. Dann ist F selbst F-parador mit 4
Stiicken.

Beweis. Seien 0,7 die Erzeuger von F. Mit p € {o,07!,7,77!} bezei-
che pF die Menge aller Elemente aus F, die mit p beginnen. Dann gilt
F={¢ WwoF W o 'FWrF W1t 'F

Da o ! F die Menge aller Worter ist, die mit o' beginnen, ist o(oc ' F) die
Menge aller Woérter, die nicht mit o beginnen. Also gilt cF @ o(0~1F) =
F =71F W 7(r7'F) und F ist offensichtlich paradox mit 4 Stiicken. O
Obwohl dieses Beispiel ziemlich kiinstlich und nicht besonders paradox aus-
sieht, beruht darauf letztendlich auch die Kugelverdopplung. Wichtig dafiir
ist folgender Satz:

Satz 3.2 (AC) Die Gruppe F sei F-paradox mit n Stiicken und operiert
auf der Menge M ohne nichitriviale Fizpunkte. Dann ist M selbst F-paradoz
mit n Sticken.

Beweis. Nach Satz 1.3 gibt es fiir jedes Orbit O C M eine Bijektion ¢o :
F < O. Folglich iibertrégt sich die paradoxe Zerlegung von F' unmittelbar
auf M. Seien also F1,...,F, C F die Teilmengen der paradoxen Zerlegung
von M, d.h.

U rE)y=F= | £#F)

1<i<k k+1<i<n

fir passende f; € F, dann sind die

Mi = L—ij (po(Fi), 1 S ) S n
OCM, O Orbit

die paradoxe Zerlegung von M (die M; sind paarweise disjunkt, da die F;
paarweise disjunkt sind und die po bijektiv). O

4 Paradoxe Mengen im R?

Wir werden nun unsere bisherigen Uberlegungen auf den R? iibertragen und
schliellich zu geometrischen Paradoxa gelangen.

Wir nennen die Teilmenge S einer Gruppe G unabhdngig, wenn die von S
erzeugte Untergruppe frei ist. Ferner bezeichne SO,, die Isometriegruppe des
R™.

Satz 4.1 Es gibt zwei unabhingige Rotationen ¢ und p im R3. Folglich
enthalt SOy, fir n > 3 eine freie Untergruppe vom Rang 2.



Beweis. Seien ¢, p Rotationen um die z-Achse, bzw. z-Achse, beide um den
Winkel arccos %, also

o =1 +
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Um die Freiheit der von ¢ und p erzeugten Untergruppe zu beweisen, geniigt
es zu zeigen, daB kein nichttriviales reduziertes Wort iiber ¢, ¢ 1, p,p !
gleich der Identitét ist.

Nehmen wir also an, w sei ein nichttriviales Wort gleich der Identitdt. Dann
ist offensichtlich auch gw¢~! = Id = ¢~ lwe¢. Das heiBit, es geniigt zu zeigen,
daB kein reduziertes Wort w, das rechts auf ¢=! endet, gleich der Identitit
ist.

Dazu werden wir zeigen, daB fiir solche w stets w(1,0,0) = (a,bv/2,c)/3*
gilt, mit a,b,c € Z und 3 } b, folglich w(1,0,0) # (1,0,0).

Wir zeigen dies durch Induktion iiber die Lange von w. Angenommen, w ha-
be Linge 1, d.h. w = ¢*!. Dann ist w(1,0,0) = (1,4£2v/2,0)/3 # (1,0,0).
Sei nun w = ¢Flw' oder w = p*lw’ mit w'(1,0,0) = (a',b'Vv2,c)/3F1.
Multiplikation obiger Matrizen mit w'(1,0,0) ergibt

¢1w'(1,0,0) = (a,bV2, c)/3k, a=da F4b, b=0b+2d', c =3¢
bzw.
p ' (1,0,0) = (a, bV/?2, c)/3k, a=3d,b=0bF2, c=c +4V

Nun gibt es vier Fille, je nachdem, ob w die Form ¢t ptly, ptloTl, 4120
oder p*2v hat, wobei v auch das leere Wort sein kann.

In den ersten zwei Fillen gilt b = b + 24’ = V' £ 2(34") = b' Z 0 (mod 3),
bzw. b=b'F2¢ =b F2(3c") = b £ 0 (mod 3), wobei wir natiirlich b’ #Z 0
(mod 3) nach Induktionshypothese annehmen diirfen.

Im dritten Falle gilt b = b’ + 2a' = b/ + 2(a” F4b") =V + 24" — 8" =
b+ (b £2a") — 96" =2 — 96" = 26" #Z 0 (mod 3). Der vierte Fall geht
analog. Folglich ist b in keinem Falle durch 3 teilbar. g

Unser niichstes Ziel ist nun die paradoxe Zerlegung der Kugelschale S2.
Leider operiert die von ¢ und p erzeugte Gruppe F auf S? nicht ohne nicht-
triviale Fixpunkte, da jedes Element aus F' eine Rotation um eine Achse
durch den Ursprung darstellt und somit die beiden Schnittpunkte der Ach-
se mit S? nichttriviale Fixpunkte sind. Sei nun D die Menge aller solcher
Schnittpunkte. Da zu jedem w € F' genau zwei solche Punkte existieren und
F abzéhlbar ist, ist auch D abzdhlbar. Ferner operiert F nun auf $? \ D
ohne nichttriviale Fixpunkte und wir erhalten:



Satz 4.2 (Hausdorff-Paradox, AC) S?\D ist SOs-paradoz mit 4 Stiicken,
d.h. S\D=AWB mit S\ D ~y A und S\ D ~y B.

Als néichsten Schritt miissen wir noch die abzihlbare Menge D unterbringen:

Satz 4.3 Sei D eine abzihlbare Untermenge der S?, dann gilt S? ~o (5% \
D).

Beweis. Wir suchen eine Rotation p um den Ursprung, so da§ p™(D) N
p™(D) = 0 Vn # m. Sei | eine Gerade durch den Ursprung, die keinen
Punkt aus D trifft, und sei A die Menge aller Rotationen p um [ mit p(D)N
D # (). Dann gibt es zu jedem solchen p Punkte P,Q € D mit p(P) = Q.
Offensichtlich ist eine Rotation eindeutig bestimmt durch ihre Achse und
zwei Punkte, die sie aufeinander abbildet, d. h. wenn D abzéhlbar ist, muf}
auch A abzihlbar sein. Sei nun A die Menge aller p mit p" € A fiir ein n > 0.
Dann ist auch A abzihlbar und folglich gibt es eine Rotation p um [, die
nicht in A liegt.

Nun muf§ offensichtlich p"(D) N D = 0 Vn > 0 gelten, also freilich auch
p" N p™ = (0 Vn # m. p hat also die oben gewiinschten Eigenschaften und
wir setzen D := D W p(D) W p?>(D) W ... Dann ist offensichtlich p(D) =
p(D) Wp? (D)W p3(D)W--- = D\ D. Nun sehen wir

5> =Dw(8?\ D)~y p(D)wW(S*\D)=D\DwWS?\D=_5?\D
was zu zeigen war. O

Kombiniert man die beiden oberen Siitze, so erhilt man S% ~; A und
S? ~4 B. Das ist die gewiinschte paradoxe Zerlegung der Kugelschale, aller-
dings bleibt noch etwas Masse iibrig, da. A U B eine echte Untermenge von
S? ist. Mit Satz 2.2 erkennt man jedoch S? ~5 (S?\ A) und somit ist S?
paradox mit 9 Stiicken.
Offensichtlich hingt obige Konstruktion nicht vom Radius der Kugelschale
ab, so da8 wir fiir jede Kugelschale S2 vom Radius « eine paradoxe Zerle-
gung S2 = Ap 1WA, g haben. In dem wir jede 52 nach gleichem Muster

Ai = U Aa,i

0<a<l

zerlegen, also

erhalten wir eine paradoxe Zerlegung von K\ {0}, wobei K die Einheitskugel
im R? ist. Der letzte Schritt wird nun sein, auch den Mittelpunkt der Kugel
in die paradoxe Zerlegung mit aufzunehmen. Dazu nehmen wir eine Achse
durch P = (0,0, %), die nicht den Ursprung schneidet, und wéihlen eine
Rotation p von unendlicher Ordnung um diese Achse (d. h. kein ganzzahliges
Vielfaches von p kann die Identitit sein). Dann setzen wir D = {p"(0) : n >
0} und es gilt p(D) = D \ {0}, also K ~ K \ {0}. Nun sind wir am Ziel
und konnen zusammenfassen:



Satz 4.4 (Banach-Tarski-Paradox, AC) Die Einheitskugel K im R3 ist
SO3-paradoz.

Insgesamt kommt unsere paradoxe Zerlegung mit maximal 18 Stiicken aus.
Da das noch ziemlich viele Stiicke sind, wurde viel Miihe darauf verwandt,
diese Zahl zu reduzieren, und mit ein wenig Mehrarbeit kann man zeigen,
dafl 5 Stiicke ausreichen, aber auch das Minimum darstellen. Dies soll aber
nicht mehr Teil unseres Vortrages sein.



